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KELASFUNGSI YANG TERINTEGRALKAN
SECARA RIEMANN

Vita Kusumasari
Jurusan Matematika FMIPA Universitas Negeri Malang
vitakusumasari @yahoo.co.id

Abstrak: Integral Riemann dari f pada | didefinisikan sebagai nilai L(f) = U(f) dan bi-
b b
langan ini dinotasikan dengan J.f atau jf(x)dx , dimana L(f) dan U(f) masing-

masing merupakan inte-gral bawah dan integral atas dari f padal. Dari pengertian ten-
tang integral Riemann, maka dapat diterapkan kriteria Riemann untuk keterintegralan
suatu fungsi, yaitu fungsi f dikatakan terintegral-kan secara Riemann pada | jika dan
hanya jika untuk setiap ¢ > O terdapat partisi P, dari | sedemikian sehingga U(P; ; f) -
L(P. ; f) < e. Sdanjutnya, dengan menggunakan kriteria Riemann tersebut, fungs f
adalah terintegralkan secara Riemann pada | jika f mono-ton pada | atau f kontinu
padal.

Kata Kunci: integral Riemann, kriteria Riemann, monoton, kontinu
Abstract: Riemann integral of f on | is defined to be value L(f) = U(f) dan this num-

b b
ber is denoted by J.f or jf(x) dx , where L(f) and U(f) are lower and upper integral

of f on |. From the defi-nition about Riemann integral, we can establish Riemann’s
crite-rion for integrability of a given function, i.e. a function f is said to be Riemann
integrable on | if and only if for each £ > 0 thereis a partition P, of | such that U(P; ; f)
- L(P; ; f) < . Furthermore, by using Riemann’s criterion, we can obtain that a func-
tion f isRie-mann integrable on | if f monotoneon | or f is continuouson I.

Kata Kunci: Riemann integral, Riemann’s criterion, monotone, continuous

PENDAHUL UAN

Dalam mempelgari integral dikena
dua bentuk integral, yaitu integral tak tentu
dan integral tentu. Konsep integra pada
awanya dikemukakan oleh Newton dan
Leibniz. Selanjutnya, Bernhard Riemann
juga memberikan definisi mengenai integra
yang dikenal dengan integral Riemann. In-
tegral Riemann merupakan ben-tuk integral
tentu.

157

Integral Riemann memiliki peran pen-
ting dalam berbagai bidang. Dalam bidang
fiska misalnya, integra Riemann dapat
digunakan untuk menghitung jarak tempuh
dari benda yang bergerak jika diketahui ke-
cepatannya, menentukan momen inersia dan
pusat massa suatu benda. Begitu pula dalam
bidang listrik dan elektronika, integral Rie-
mann salah satunya digunakan untuk men-
ghitung jumlah tenaga yang diberikan pada
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induktor selama arus naik pada selang waktu
tertentu. dalam bidang bisnis dan ekonomi,
integral Riemann digunakan dalam perhi-
tungan masalah-masalah yang terkait den-
gan surplus konsumen dan surplus produsen.
Sedangkan dalam bidang matematika sendi-
ri, penggunaan integral Riemann antara lain
adalah untuk menghitung luas daerah bidang
rata, menghitung volume benda putar dan
luas permukaan benda putar, dan menentu-
kan panjang kurva dalam bidang.

Pada pembahasan tentang integral Rie-
mann, terlebih dahulu didefinisikan menge-
nai integra atas dan integral bawah dari
suatu fungsi. Suatu fungs dikatakan terinte-
gralkan secara Riemann jika integral atas
dan integral bawah dari dari fungs tersebut
sama. Hal ini berbeda dengan definis inte-
gra yang diberikan pada kalkulus. Pada
kalkulus disebutkan bahwa suatu fungs
yang didefinisikan pada selang tutup [a, b]
adalah terintegrakan pada [a, b] jika

‘Ipi‘moz f(x. )Ax, ada (Purcell, 2004). Dalam
=)

hal ini |P| menyatakan panjang selang
bagian yang terpanjang dari partis P, x
adalah titik sampel untuk selang bagian ke-i,
dan Ax; me-nyatakan panjang selang bagian
ke-i. Selanjutnya, pada artikel ini akan
diberikan pembuktian teorema keterinte-
gralan dari fungsi monoton atau fungsi kon-
tinu pada [a, b] dengan menggunakan krite-
ria Riemann.

TEORI PENDUKUNG

Pada bagian ini akan diberikan bebera-
pa definisi dan teorema sebagai penunjang
pembahasan. Pada bagian pertama akan
diberikan uraian mengenai sistem bilangan
real, terutama mengenai pengertian ling-
kungan. Bagian selanjutnya mengemukakan
tentang pengertian supremum dan infimum
beserta beberapa sifat yang menyertainya.
Kemudian dilanjutkan dengan definisi me-
ngenai barisan dan kekonvergenan barisan.
Pada bagian tersebut dijelaskan pula me-
ngenai barisan monoton. Sedangkan fungsi

kontinu dan fungsi monoton masing-masing
dibahas pada bagian berikutnya.

Sistem Bilangan Real

Dalam istilah aljabar, sistem bilangan
real merupakan lapangan dengan dua opera-
S, yakni penjumlahan dan perkalian. Pada
pembahasan tentang sistem bilangan redl
tentunya tidak terlepas dari sifat-sifat dari
bilangan real. Saah satu sifat tersebut
diberikan pada teorema berikut.

Teorema 2.1

Misakan x,y € R, jikax <y + g, untuk
setigp € > 0, makax<y.

Bahasan lain pada sistem bilangan real
adalah terkait dengan pengertian lingkung-
an. Sebagai ilustrasi, misalkan diberikan bi-
langan real a, maka suatu bilangan real x
dikatakan dekat pada a apabila jarak antara
a dan x, yang dinotasikan dengan |x-al,

sangat kecil. Sehubungan dengan ha itu,
berikut ini diberikan definis mengenai isti-
lah lingkungan.

Definisi 2.2
Misal a € R dan ¢ > 0, makalingkung-
an-¢ dari a adalah himpunan
V{a):={xeR:|x-a <g}

Supremum dan Infimum

Pada bagian ini akan diberikan definisi
mengenai  supremum dan infimum suatu
himpunan. Tetapi sebelum itu, terlebih da-
hulu didefinisikan mengenai batas atas dan
batas bawah dari suatu himpunan.

Definisi 2.3

Misalkan S merupakan himpunan
bagian dari R.
a) U e Rdisebut batas atas dari Sjikas<u
untuk semuas € S
b) w e R disebut batas bawah dari Sjikaw
<suntuk semuas e S
Suatu himpunan bagian dari R dikata-
kan terbatas di atas jika memiliki batas atas.
Demikian pula, himpunan tersebut dikata-
kan terbatas di bawah jika memiliki batas
bawah. Jika suatu himpunan bagian dari R
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mempunyai batas atas dan batas bawah,
maka himpunan tersebut dikatakan terbatas.
Sebaliknya, suatu him-punan bagian dari R
tidak terbatas jika tidak mempunyai batas
atas atau batas ba-wah.

Untuk selanjutnya, didefiniskan me-
ngenai batas atas terkecil yang disebut su-
premum dan batas bawah terbesar yang
disebut infimum.

Definisi 2.4
Misalkan S merupakan himpunan

bagian dari R.

a) Jika Sterbatas di atas, maka batas atas u
disebut supremum (atau batas atas
terkecil) dari S jika tidak ada bilangan
yang lebih kecil dari u yang menjadi ba-
tasatasdari S
Supremum dari himpunan S dinotasikan
sebagal sup S.

b) Jika S terbatas di bawah, maka batas
bawah w disebut infimum (atau batas
bawah terbesar) dari S jika tidak ada bi-
langan yang lebih besar dari w yang
menjadi batas bawah dari S
Infimum dari himpunan Sdinotasikan
sebagai inf S

Teorema berikut ini berkenaan dengan
sifat dari supremum dan infimum dari suatu
himpunan.

Teorema?2.5

Misalkan S adalah himpunan terbatas di
R, & < Sdengan S# J, maka
inf S<inf S<sup SH<sup S

Barisan

Barisan pada himpunan S adalah fungsi
pada himpunan bilangan asli di-mana daerah
hasil dari fungs tersebut termuat dalam S
Bagian berikut ini berke-naan dengan bari-
san padaR.

Definisi 2.6

Barisan bilangan real (atau barisan
pada R) adalah fungs pada himpunan bi-
langan asli N yang mana daerah hasil dari
fungs tersebut termuat dalam him-punan
bilangan rea R.

Dengan kata lain, barisan pada R me-
masangkan setiap bilangan asli n = 1, 2, 3,
. dengan bilangan real yang ditentukan
secara tunggal. Bilangan real yang diperoleh
tadi disebut elemen dari barisan atau nilai
dari barisan. Kemudian, ji-ka X : N - R
adalah barisan, untuk menunjukkan nilai
dari X pada n adalah de-ngan x,. Notasi un-
tuk barisan adalah X atau (x,) atau (X, : n €
N).
Selanjutnya, definisi  berikut menge-
mukakan tentang limit dari suatu bari-san
bilangan real.

Definisi 2.7

Misdkan X = (x,) adaah barisan bi-
langan real. Suatu bilangan real x disebut
limit dari (x,) jika untuk setiap £ > O terda-
pat bilangan adli K(g) sedemikian se-hingga
Xn termuat dalam lingkungan V,(x) untuk
semuan > K(g).

Pernyataan X, termuat dalam lingkung-
an V¢(X) untuk semua n > K(g) dapat dinya
takan dengan |x, - x|<e untuk semua n >

K(e).

Jika x adalah limit dari barisan, maka
dapat dikatakan bahwa X = (x,) kon-vergen
ke x (atau memiliki limit x). Jika barisan
memiliki limit, maka dikatakan barisan
adalah konvergen, tetapi jika barisan tidak
memiliki limit maka dikatakan barisan
tersebut adalah divergen. Ketika barisan X =
(X,) mempunyai limit x di R, notas yang
digunakan adalah lim X = x atau lim (x,) = X.

Pengertian mengenai barisan naik, ba
risan turun, dan barisan monoton di-ke-
mukakan pada definisi berikut ini.

Definisi 2.8

Misakan X = (x,) merupakan barisan
bilangan real. X dikatakan naik jika meme-
nuhi X3 <X < ... <X < X1 < ... Xdikatae
kan turun jikamemenuhi x; > X2 > ... > X, >
Xn+12> ... . X dikatakan monoton jika X naik
atau X turun.

Tidak semua barisan adalah konvergen,
tetapi teorema berikut dapat menunjukkan
kekonvergenan dari barisan monoton.
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Teorema 2.9

Jika (an) adalah barisan naik dan terba-
tas, maka lim (a,) = sup{a,}. Demikian
pula, jika (b,) adalah barisan turun dan ter-
batas, makalim (b,) = inf{bp}.

Fungs Kontinu

Fungs kontinu memiliki peran yang
cukup penting, Hal ini dikarenakan terdapat
banyak fungsi yang merupakan fungs kon-
tinu, misalnya fungs trigono-metri, fungs
logaritma, fungsi eksponensial, dan lain se-
bagainya. Sehingga pene-rapan-penerapan
yang terkait dengan fungsi-fungsi tersebut
tidak terlepas dari si-fat-sifat yang dimiliki
oleh fungs kontinu. Sehubungan dengan hal
itu, definisi yang akan diberikan berikut ini
berkenaan dengan fungs kontinu di suatu
titik dan kontinu pada suatu himpunan.

Definisi 2.10

MisalkanAc R, f: A—> R,danc € A
Fungs f dikatakan kontinu di c, jika diberi-
kan sebarang lingkungan V/f(c)) dari f(c)
maka terdapat lingkungan Vsc) dari c
sedemikian sehingga, jika x adalah sebarang
titik dari A N V(c) maka f(x) termuat pada
V{f(c)). Kemudian, jika B < A, fungs f
dikatakan kontinu pada B jika f kontinu di
setiap titik dari B.

Dari pendefinisian fungsi kontinu di
atas, dapat diperoleh pernyataan-per-nyataan
yang ekivalen berikut ini.

Teorema2.11
MisalkanAc R, f: A—> R,danc € A,
maka pernyatan-pernyataan di bawah ini
adalah ekivalen.
a. Fungs f kontinudi c
b. Untuk sebarang ¢ > O, terdapat suatu 6 >
0 sedemikian sehingga untuk se-muax e
A dengan |x—c| <8, berlaku

[f(x)- f(cf <e.

c. Jika (x,) adaah sebarang barisan bi-
langan real sedemikian sehingga x, € A
untuk semua n € N dan (x,) konvergen
ke c, maka f((x,)) konvergen ke f(c).

Definisi berikut mengemukakan ten-
tang titik maksimum absolut dan titik mini-
mum absolut untuk f pada suatu himpunan.

Definisi 2.12

Misalkan A c R dan f: A > R. Fungs
f dikatakan mempunya maksimum absolut
pada A jika terdapat titik X e A sedemikian
sehingga f(x) > f(X) un-tuk semua x € A.
Demikian pula, fungs f dikatakan mempu-
nya minimum absolut pada A jika terdapat
titik x- € A sedemikian sehingga f(x) < f(X)
un-tuk semua x € A. Kemudian, x disebut
titik maksimum absolut untuk f pada A, dan
x disebut titik mimimum absolut untuk f
pada A.

Suatu fungsi f memiliki maksimum ab-
solut dan minimum absolut pada | jika f
kontinu pada |. Hal ini dinyatakan pada Teo-
rema Maksimum-Minimum be-rikut.

Teorema 2.13 (Teorema Maksimum-
Minimum)

Misalkan | :=[a, b] danfungs f:1 > R
kontinu pada I, maka f memiliki maksimum
absolut dan minimum absolut padal.

Pada Definis 2.10 sebelumnya dide-
finislkkan mengenai fungsi yang konti-nu di
suatu titik, atau pada suatu himpunan. Untuk
selanjutnya, akan didefinisikan mengenai
fungs yang kontinu seragam pada suatu
himpunan.

Definisi 2.14

Misakan A c Rdan f: A— R. Fungs
f dikatakan kontinu seragam pada A jika
untuk setiap ¢ > 0 terdapat 5(¢) > 0 sehingga
jika sebarang X, u € A memenuhi
[x—u| < 8(¢) , maka |f(x)- f(u) <&

Selanjutnya, suatu fungsi yang kontinu
pada interval tertutup terbatas ada-lah kon-
tinu seragam padainterval tersebut.

Teorema 2.15 (Teorema Kekontinuan
Seragam)

Misalkan | = [a, b] danfungs f: | —> R
kontinu pada I, maka f kontinu sera-gam
padal.
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Fungsi Monoton

Pada bagian ini akan diberikan penger-
tian mengenai fungs monoton pada suatu
himpunan.

Definisi 2.16

Misalkan A ¢ R, makafungs f: A— R
dikatakan naik pada A jikaxi, Xo di A dan x;
< Xz, maka f(x1) < f(x2). Fungs f dikatakan
naik kuat pada A jikaxy, X € A dan x; < Xy,
maka f(X1) < f(%2).

Demikian pula, misalkan A < R dan g:
A — R. Fungs g dikatakan turun pada A
jika X3, X di A dan x; < Xz, maka g(x) >
0(x2). Fungs g dikatakan turun kuat pada A
jlka. X1, Xo € A dan x; < X, maka g(X]_) >
9(%2).

Jika suatu fungsi naik atau turun pada
A, maka fungsi tersebut dikatakan mo-noton
pada A. Sama halnya jika fungs f naik kuat
atau turun kuat pada A, maka f disebut
monoton kuat pada A.

PEMBAHASAN

Selanjutnya, bagian ini akan dimulai
dengan mendefinisikan keterintegralan Rie-
mann dari suatu fungsi yang meliputi de-
finis mengenai fungsi yang terintegralkan
secara Riemann dan integral Riemann dari
fungsi itu sendiri. Tetapi sebe-lum itu, terle-
bih dahulu didefinisikan mengenai jumlah
atas dan jumlah bawah dari suatu fungs di-
lanjutkan dengan definisi dari integral atas
dan integral bawah dari fungsi yang terkait.
Kemudian akan dibahas mengenai kriteria
Rieman untuk keterintegralan. Kriteria Rie-
mann untuk Kketerintegralan ini memegang
peranan penting untuk menunjukkan bahwa
fungs monoton atau fungsi kontinu adalah
terintegralkan secara Riemann.

Integral Riemann

Sebelum mendefinisikan bahwa suatu
fungsi terbatas, f: | — R dengan | = [a, b],
adalah terintegralkan secara Riemann, maka
terlebih dahulu didefinisi-kan mengenai
jumlah atas dan jumlah bawah dari f, serta
integral atas dan integral bawah dari f.

1. Jumlah Atas dan Jumlah Bawah

Misakan | :=[a, b] pada R, partisi dari
| didefinisikan sebagai himpunan terurut P
= (Xo, X1, ..., Xn) dari titik-titik pada | se-
hingga a=X <X <X <... <X =h.

Titik-titik pada partisi P dapat diguna-
kan untuk membagi | menjadi subinterval-
subinterval, yaitu [Xo, X, [X1, X2], .-y [Xo-1,
Xn].

Misalkan f: 1 - R fungs terbatas pada
| dan P = (X0, X4, ..., Xn) partisi dari I. Untuk
k=12, ..., n, mg dan My masing-masing
menyatakan
M= inf{ f(X) : X € [Xc1, X}

Mic:= sup{ f(X) : X € [Xi1, X}
Jumlah bawah dari f pada partis P dide-
finisikan sebagai

LP: N = > m (% - %)

dan jumlah atas dari f pada partis P dide-
finisikan sebagai

UP:f) = 3 M, (%~ %)

Selanjutnya, untuk sebarang partisi dari
[, jumlah bawah kurang dari atau sama den-
gan jumlah atas. Hal ini ditunjukkan pada
teorema berikut.

Teorema 3.1

Jkafungs f: | — R terbatas dan P se-
barang partisi dari |, makaL(P; f) <U(P;
). Misalkan P := (xo, X1, ..., Xn) dan Q :=
(Yo, Y1, ---, Ym) adalah partisi dari |. Partisi Q
dikatakan penghalusan (refinement) dari P
jika setiap titik partisi xc € P juga termuat
dalam Q (dinotasikan dengan P < Q). Suatu
penghalusan Q dari partisi P diperoleh dari
penggabungan sejumlah hinggatitik pada P.
Dalam hal ini, masing-masing interval [X1,
x¢] di P yang membagi | dapat ditulis seba-
gal gabungan interval yang titik akhirnya
termuat dalam Q, yaitu
[x]k.l, Xd = [Yi- Yl O Y5 Yied © - U [Yhe
Yh

Penghalusan suatu partiss akan mem-
perbesar jumlah bawah dan memper-kecil
jumlah atas. Sehubungan dengan hal terse-
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but, teorema berikut menyatakan bahwa L(P
N <LQ; f)danUQ; ) <U(P; f), di-
mana P adalah partisi dari | dan Q adalah
penghalusan dari P.

Teorema 3.2

Jkafungs f: 1 — R terbatas, P adalah
partisi dari |, dan Q adalah penghalus-an
dari P, maka L(P ; f) < L(Q; f) dan U(Q ;
) SUP; /).

Berdasarkan teorema di atas, dapat dis-
impulkan bahwa L(P ; f) <U(Q; f), dengan
P dan Q adalah sebarang partisi dari |,
seperti dinyatakan pada teorema berikut ini.

Teorema 3.3

Misalkan fungs f: | —> R terbatas. Jika
P, dan P, adalah sebarang partisi dari 1,
makaL(P1; f) <U(P2; f).

2. Integral Atasdan Integral Bawah

Misakan (1) adalah koleksi semua
partisi dari interval | = [a, b]. Jikafungsi f: |
— R terbatas, maka setiap P pada ¢ (1) me-
nentukan dua bilangan, yaitu L(P ; f) dan
U(P ; f). Kemudian, koleksi ¢ (1) menentu-
kan dua himpunan bi-langan, yaitu him-
punan jumlah bawah L(P ; f) untuk P
€ (1) dan himpunan jum-lah atas U(P ; f)
untuk P € p(l). Selanjutnya, definis me-
ngenai integral atas dan integral bawah dari
fungs terbatas f: | —» R dengan | = [a, b],
adalah sebagai beri-kut.

Definisi 3.4

Misalkan | :=[a, b] dan f: | - R fungs
terbatas.
Integral bawah dari f padal adalah L(f) :=
sup{L(P; ) : P e p(I)}
Integral atasdari f padal adalah U(f) :=
inf{U(P; f) : P e @()}

Oleh karena f adalah fungsi terbatas,
makam :=inf{ f(X) : x € I} dan M, :=
sup{ f(X) : x € 1} ada. Akibatnya, untuk se-
barang P € (1), berlaku
m(b—a)<L(P; f) <UP; f) <Mi(b-a).
Karenaitu, diperoleh bahwam(b—a) <
L(f) dan U(f) < Mi(b —a).

Teorema berikut ini menjamin keber-
adaan dari integral atas dan integral bawah
suatu fungsi. Selanjutnya, integral bawah
tersebut akan kurang dari atau sa-ma dengan
integral atas.

Teorema 3.5

Jkal =[a, b] dan f: I - R fungs ter-
batas, maka integral bawah L(f) dan inte-
gral atas U(f) dari f pada | ada dan L(f) <
U (/).

Terdapat beberapa sifat dari integral
atas dan integral bawah. Sifat tersebut antara
lain adalah integral bawah dari suatu fungsi
bernila positif jika fungsi ter-sebut juga
bernilai positif, kemudian nilai suatu fungsi
adalah nol jika integral ba-wah dari fungsi
tersebut bernilai nol. Sifat-sifat tersebut diu-
raikan sebagai berikut.

a Misdkan| =[a, b], fungs f: | — Rter-
batas, dan f(x) > 0 untuk semuax < I,
makaL(f) > 0.

b. Misakan| =[a, b], fungs f: | — R kon-
tinu, dan f(x) > 0 untuk semuax < |I.
JkaL(f) =0, maka f(x) = 0 untuk se-
muax € I.

3. Integral Riemann

Misalkan | = [a, b] dan f: | — R fungsi
terbatas, menurut Teorema 3.5, integral
bawah L(f) dan integral atas U(f) selalu ada
dan L(f) < U(f). Fungs de-ngan L(f) =
U(f) dikatakan sebagai fungsi yang terinte-
gralkan dan nilai bersama dari L(f) dan U(f)
ini disebut sebagai integral dari f pada I.
Oleh karena itu, beri-kut ini diberikan de-
finis yang berkenaan dengan Integral Rie-
mann dari fungsi terbatas pada l.

Definisi 3.6
Misalkan | :=[a, b] dan f: | — R fungsi
terbatas. Fungs f dikatakan terintegralkan
secara Riemann padal jikaL(f) = U(f).
Pada kasus ini, integral Riemann dari f
pada | didefiniskan sebagai nilai L(f) =
U(f) dan bilangan ini dinotasikan dengan
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b b
j f atau j f(X)dx . Sebagai tambahan, dide-

finisikanbahwaif =- jzf danjff =0.
b a a

Untuk selanjutnya, misal f terintegral-
kan secara Riemann pada |, cukup dikatakan
sebagai f terintegralkan padal.

Kriteria Riemann untuk Keterintegralan

Sesuai dengan Definisi 3.6 tentang in-
tegral Riemann dari suatu fungsi, maka da-
pat diterapkan suatu kriteria untuk menentu-
kan apakah fungs yang diberikan terinte-
gralkan pada | atau tidak. Kriteria ini selan-
jutnya disebut sebagai kriteria Riemann un-
tuk keterintegralan seperti dinyatakan pada
teorema berikut ini.

Teorema 3.7 (Kriteria Riemann untuk Keter-
integralan)

Misalkan | :=[a, b] dan f: | —» R fungsi
terbatas pada |. Fungs f dikatakan terinte-
gralkan pada | jika dan hanya jika untuk
setigp ¢ > 0 terdapat partiss P, dari |
sedemikian sehingga U(P. ; f) - L(P:; f) <
€.
Bukti:

Karena f terintegralkan maka diperoleh
L(f) = U(f). Diberikan ¢ > 0 sebarang.
Karena L(f) = sup{L(P ; f) : P € p()},
maka terdapat partiss pada P; dari |

sedemikian sehingga L(f) - %< L(P1 ; f).

Demikian pula, terdapat partisi pada P, dari
| sedemikian sehingga U(P; ; f) < U(f) +

&
Misdkan P, = P; U P, berarti P, me-

rupakan penghausan dari P; dan P,. Oleh
karenaitu, diperoleh

L(f) - §< L(Py; f) <L(P:; ) <UP;; f) <

U(Pz;f)<U(f>+§.

Hal ini mengakibatkan L(f) - %< L(P: ; f)
dan U(P, ; f) < U(f) + % sehingga

UP:; f) - L(P. ; f) <U(f) + g (L(f) - g).

Karena L(f) = U(f), maka diperoleh U(P; ;
f)-LP:; f) <e.

Sebaliknya, misalkan P sebarang partisi
dari | maka didapat bahwa
L(P; f) < L(f) dan U(f) < U(P; f). Karena
itu, U(f) - L(f) SU(P; f) - L(P; f). Ambil
e > 0. Maka terdapat partisi P, sedemikian
sehingga U(P; ; f) - L(P; ; f) < . Akibat-
nya, U(f) - L(f) SU(P:; /) - L(P:; /) <e.
Karena ¢ > 0 sebarang maka U(f) < L(f).
Sementara itu, L(f) < U(f) sehingga dism-
pulkan bahwa U(f) = L(f).

Dengan demikian, f terintegralkan pada
|. Selanjutnya, dengan menggunakan kriteria
Riemann untuk keterintegralan, dapat
diperoleh bahwa fungs f terintegralkan
padal jikaterdapat suati barisan partisi { Py :
n € N} dari | sedemikian sehingga lim(U(Pn,
: f) - L(Pn; f)) = 0. Uraian di atas dinyata-
kan pada teorema berikut ini

Teorema 3.8

Misalkan | :=[a, b] dan f: | — R fungsi
terbatas. Jka {P, : n € N} adalah barisan
partis dari | sedemikian sehingga lim(U(P;, ;
f) - L(Pn; f)) = 0, maka f terintegralkan

b

padal dan limL(P, ; f) = jf = limU(Py ;

/-
Bukti:

Ambil ¢ > 0 sebarang. Karena lim(U(P,
; f) - L(Pn; f)) = 0, maka terdapat K € N
sedemikian sehingga untuk n > K berlaku
U(Pn; /) - L(Pn; /) <e.
Pilih P, = Pk, maka diperolen U(P; ; f) -
L(P;:; f) <e.
Dengan demikian f terintegralkan padal.
Misalkan {P, : n € N} merupakan barisan
partis dari | sedemikian sehingga
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Pn < Pn+ 1. Akibatnya L(Py ; f) < L(Pn+ 1 ;
f), sehingga L(Pn ; f) untuk n € N me-
rupakan barisan naik dan terbatas.
Karenanya diperoleh bahwa lim L(Py ; f) =
sup{L(Pn; f) : n e N}.

Demikian pula U(Pn+ 1 ; f) S U(Pn; ),
sehingga U(Py, ; f) untuk n € N merupa-kan
barisan turun dan terbatas.

Karenanya diperoleh bahwa lim U(P;, ; f) =
inf{U(Pn; f) : n e N}.

Karena himpunan partis {P, : n € N} <
@ (1), maka limL(Py; f) =sup{L(Pn; f): n
e N} <sup{L(P; /) : P e p(I)} =L(/) dan
U(f) =inf{fU(P; f) : P e (1)} <inf{U(P,
7 f):ne N} =limU((P,; f).

Diketahui bahwa lim(U(P, ; f) - L(Pn; f)) =
0, maka didapat bahwa lim U(P, ; f) = lim
L(Pn; f). Karenalim L(Py ; f) < L(f) < U(f)

Contoh:

< lim U(Py ; f), maka L(f) = U(f) = lim
U(Pn; f) =limL(P, ; f). Dengan demikian

b
limL(Pn; f) = jf =limU(P, ; /).

Dengan menggunakan Teorema 3.8,
maka untuk menentukan keterinte-gralan
dari suatu fungsi, harus ditunjukkan bahwa
terdapat {P, : n € N} yang me-rupakan ba
risan partisi dari | sedemikian sehingga
[imM(U(Pn; f) - L(Pn; f)) = 0. Diperoleh pula

b
bahwa lim L(P, ; f) = jf = limU(P, ; /).
Oleh karenaitu, berikut ini diberikan contoh
yang merupakan penerapan Teorema 3.8
tersebut.

Misalkan | :=[-1, 3] dan f: | > R dengan f(x) := 2¢ -8
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa f(x) := 2x° — 8 terintegralkan pada [-1, 3].
Misalkan P, merupakan partisi dari | =[-1, 3] yaitu

= (-1- 1+1—1+3, 140028 =D 3 4
n n nn n n
Infimun dan supremum dari f, untuk k=1, 2, ... , nadalah
Untuk subinterval [— 1+le—1+ —], misalkan
k-1 1
sup{ f(X) : x e [— l+T—1 —]} =M,
inf{ /() : X € [—1+le,—1+§]} - m, dan
AXy = Xk — X1 maka diperoleh
L Ky 2 1 k-1, _1
m, = 2(_1+ﬁ) -8, M, = 2(—1+—) -8, danAx; = o
Kemudian untuk subinterval [3(kn b 3k misalkan
3(k-1) 3k
w9 x e Lo 2y = iz,
: k-1
(0 x < (2, 3y =
AXp = X — xklmakadlperoleh
= 2(3(k 1)) -8, M2 = 2(3—:)2—8,danAx2= %

Sehinggadi dapat
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LP; )= 3 (MiAx, + mPAx,)
k=1

: k 1 k-1 3
=3 @1+ Y-8+ D) g
k=1 n n n n
= (—E—izk+%k2+z;k2—£38k+z;—%)
=" n n n n n n* n
L, 30 4 54 108 56
=V (R S 2R e
kZ:;‘( n> n® n n® )
_ 40 28 28
=222, % gan
3 n 3n
U(Pn; f) = D (MAx, + M{AX,)
k=1
=Y @1 gt ¥y g
k=1 n n n n
L, 6 4 4 2 4 2 54 24
=Y (2 Pk L Lk Sk S e
k=1( n n n* n N n n n)
30 4 4 2 4 56
S Y i A
kzl( n n n n n )
__0. 8 8
3 n 3
Karenaitu,
. . 40 28 28 40 28 28
[IMUPn; f)-LPn; ) =lim(-—+—+—)—-(-———+—
MU(Px; /) - L(Pn; f)) ((3 n3n2)(3 n3n2))

= 1im=2 = 56(lim1) = 0
n n

3
Dengan demikian, [2x* —8dx =limU(Py ; )
-1

. 40 28 28
=lim(——+—+
3 n

Keterintegralan dari Fungs Monoton

Pada akhirnya, kriteria Riemann untuk
keterintegralan dapat diterapkan untuk me-
nunjukkan bahwa fungs yang monoton
padainterval | = [a, b] adaah terintegralkan
padal.

Teorema 3.9
Misalkan | = [a, b] dan f: | - R monoton
pada |, maka f terintegralkan padal.

~2) "

_40

3n 3

Bukti:

Anggap bahwa f naik pada I. Misa
diberikan barisan partisi (P,) dengan P, :=
(X0, X1, ..., Xn) &dalah partisi dari | dalam n
bagian yang sama, maka didapat bahwa

X, — X, 4 =b;nal untukk=1,2, ..., n.

Karena f naik pada [X«.1, X, maka my =
f(Xe1) dan My = f(x) untuk kK =1, 2, ..., n.
Oleh karenaiitu, diperoleh bahwa
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U ) ~LPai )= My (% = X,) = S m (%, = %)

= i (M (X = %) =My (X — %, 1))

= Z(M k —M)X =X 4)

k=1
_b-a
n

= b;na (%) — f(x0))
= b;n"" (f(0) - /(@)

(F(%) - f(x“»b;na

(f(xa) = fx0) + f(X2) = f(Xa) + ... + f(%) = f(%n1))

Diberikan & > 0, makaKe N sedemikian sehingga K > (b=a)(f®B)=f(@)

Untuk n> K diperoleh

U : =L )= (M, - M~ %)

= b;n"" ((b) - £(@)

b-a
K
Jedi limU(Pn; f) —L(Pn; f) =0
Dengan demikian f terintegralkan padal.

<

Keterintegralan dari Fungs Kontinu

Demikian pula, kriteria Riemann untuk
keterintegralan juga dapat diterap-kan untuk
menunjukkan bahwa fungsi yang kontinu
padainterval | = [a, b] adaah terintegralkan
padal.

Teorema 3.10
Misalkan | = [a, b] dan fungs f: | — R kon-
tinu padal, maka f terintegralkan padal.

Bukti:

Karena | merupakan interval tertutup
terbatas dan f: | — R kontinu pada I, maka
f kontinu seragam pada |. Misalkan (P,) ba-
risan partisi dengan Py, := (Xo, X, ..., X,) Me-
rupakan partisi dari | dalam n bagian yang

sama, maka X, — X, ; = D=2 itk k = 1,2,
n

(f(b) - f(a) <=

€

..., N. Ambil ¢ > 0, karena f kontinu
seragam, pilih 8 > 0 sedemikian sehingga
jika u v e | danju-v|<§, maka

|f(u)—f(v)|<é. Plih K e N

sedemikian sehingga K >

Karena [X«1, X merupakan interval ter-
tutup terbatas, dan f kontinu seragam pada |
maka f kontinu pada [X«1, XJ. Oleh karena
itu, terdapat titik u, Vv pada [Xc1, X
sedemikian sehingga f(us) = My dan f(w) =
my. Perhatikan bahwa untuk partis P, de-
ngan n > K berlaku, My — my = f(u) — f(vi)

€

b-a

<
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Akibatnya, U(Py ; f) —L(Pn; f) =
Z(M e — M )X = X 1)

5L og b-a_

—=¢

—b-a n

Jadi imU(Py; /) —L(Pn; /) =0

Dengan demikian f terintegralkan padal.

<

PENUTUP

Berdasarkan pembahasan di atas, maka
dapat diambil kesimpulan sebagai berikut.

1. Misalkan | merupakan interval tertutup
terbatas dan f: | — R adalah fungsi ter-
batas. Fungs f dikatakan terintegralkan
secara Riemann pada | jika L(f) = U(f).
Integral Riemann dari f atas | adalah
nilai dari L(f) dan U(f) tersebut yang

b b
dinotasikan dengan J' f atau J'f(x)dx .

Daam ha ini, L(f) adalah inte-gral
bawah dari f pada I, yaitu L(f) =
sup{L(P; f) : P e p(1)}, dan U(f) ada
lah integral atas dari f padal, yaitu U(f)
=inf{U(P; f): P e p(I)}.

Sedangkan L(P ; f) dan U(P ; f) masing-
masing merupakan jumlah bawah dan
jumlah atas dari f yang berkorespon-
densi pada partis P, yaitu L(P ; f) =

ka(xk_xkfl) dan UP ; f) =

Zn: M, (X, — X, ,), dimana m¢ = inf{ f(x)
DX € [Xe1, X} dan My = sup{ f(X) : X €
[X1, X} untuk k=1, 2, ..., n.

2a. Kriteria Riemann untuk keterintegralan
menyatakan bahwa f terintegralkan pada

| jika dan hanya jika untuk setiap € > 0
terdapat partisi P, dari | sedemi-kian se-
hingga U(P; ; f) - L(P.; f) < e. Selan-
jutnya, dengan menggunakan Kkri-teria
Riemann untuk keterintegralan tersebut,
dapat diperoleh bahwa f terinte-gralkan
pada | jika terdapat {P, : n € N} yang
merupakan barisan partisi dari | sedemi-

kian sehingga lim(U(Pn ; f) - L(Pn’; f)) =
0. Dengan demikian,

b
limL(Py; f) = jf =limU(P,; /).

b. Dengan menggunakan kriteria Riemann
untuk Kketerintegralan, maka dapat di-
peroleh bahwa fungsi monoton pada in-
terval | = [a, b] adalah terintegralkan
padal.

c. Demikian pula, diperoleh bahwa fungs
yang kontinu pada interval | = [a, b]
adalah terintegralkan padall.
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