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APLIKASI TEOREMA POLYA UNTUK
MENGHITUNG BANYAKNYA GRAF SEDERHANA
YANG TIDAK ISOMORFIK

Khomsatun Ni’mah
Prodi Pendidikan Matematika Universitas Nusantara PGRI Kediri

Abstrak. Penulisan ini bertujuan untuk mengetahui aplikasi teorema Polya dalam
menghitung banyaknya graf sederhana yang tidak isomorfik. Langkah-langkah yang
digunakan dalam penghitungan banyaknya graf sederhana yang tidak isomorfik yaitu:
(1) mengidentifikasi banyaknya titik yang akan dihitung, (2) menentukan banyaknya
sisi pada graf lengkap dari titik yang akan dihitung, (3) menentukan banyaknya
anggota grup simetri pada titik yang akan dihitung, (4) menentukan semua bentuk tipe
untai dan banyak anggota dari bentuk tipe untai tersebut, (5) menentukan bentuk
indeks sikliknya, (6) menunjukkan keseluruhan perubahan indeks siklik dengan cara
mencari pembangkit dari grup S, (permutasi titik pada graf) yaitu grup R, (permutasi
sisi pada graf), (7) dari keseluruhan perubahan indeks siklik, didapatkan indeks siklik
grupny, (8) menentukan banyaknya graf yang tidak isomorfik dengan Teorema Polya I,
dan (9) menentukan banyaknya graf tidak isomorfik yang memuat sisi dan tidak
memuat sisi dengan menggunakan Teorema Polya II.

Kata kunci: graf, isomorfik dan Teorema Polya.

Abstract . This research aims to determine the application of Polya 's theorem to
calculate the number of non- isomorphic simple graphs. The steps used in the
calculation of the number of non- isomorphic simple graphs, namely: (1) identify the
number of points to be calculated, (2) determine the number of sides on a complete
graph of the points that will be calculated, (3) determine the number of members at the
point symmetry group to be calculated, (4) determining all forms of type string and
many members of the strand type form, (5) determine the shape cyclic index, (6) shows
the overall index change by finding generating cyclic group Sn (the permutation point
on the graph) namely the group Rn (permutations side of the graph), (7) of the overall
index change cyclic, cyclic index grup obtained, (8) determines the number of graphs
that are not isomorphic with Polya Theorem I, and (9) determine the number of
isomorphic graphs not containing the and no side load using Polya Theoremll.

Keywords: graph, isomorphic and Polya theorem.

PENDAHULUAN

Teori graf merupakan teori yang
sudah tua usianya dan memiliki banyak
terapan sampai saat ini. Teori ini ber-
kembang sangat pesat. Bahkan, dalam per-
kembangannya dapat disejajarkan dengan

ilmu Aljabar (abstrak) yang lebih dahulu
berkembang. Graf digunakan untuk mem-
presentasikan objek-objek diskrit yang di-
gambarkan sebagai titik dan hubungan antara
objek-objek tersebut yang dinyatakan sebagai
garis. Menurut catatan sejarah, masalah jem-
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batan Konigsberg adalah masalah yang

per-tama kali menggunakan graf (tahun

1736). Aplikasi graf sangatlah luas. Graf

dipakai di berbagai disiplin ilmu maupun

dalam kehidupan sehari-hari untuk memo-
delkan suatu persoalan.

Keunikan teori graf adalah keseder-
hanaan pokok bahasan yang dipelajarinya,
karena dapat disajikan sebagai titik (ver-
teks) dan sisi (edge). Meskipun pokok ba-
hasan dari topik-topik teori graf sangat
sederhana tetapi isi didalamnya belumlah
tentu sesederhana itu, kerumitan demi
kerumitan masalah selalu ada dan bahkan
sampai saat ini masih ada masalah yang
belum terpecahkan. Secara garis besar ada
empat masalah pokok dalam teori graf,
yaitu:

1. Masalah eksistensi: masalah yang ber-
hubungan dengan pertanyaan, apakah
ada suatu graf yang..? Apakah mung-
kin dibuat atau dibangun suatu ...?

2. Masalah konstruksi: masalah yang ber-
hubungan dengan pembentukan atau
pengkontruksian atau pengadaan. Jika
suatu graf ada, apakah mungkin kita
mengkontruksikan? Bagaimana dapat
membangunnya?

3. Masalah enumerasi: masalah yang ber-
hubungan dengan penghitungan atau
pencacahan. Berapa banyak graf se-
perti itu? Bagaimana cara menghi-
tungnya?

4. Masalah optimisasi: masalah yang ber-
hubungan dengan keputusan yang ter-
baik, terdekat, terkecil atau paling. Jika
ada banyak kemungkinan, bagaimana
kita mendapatkan yang terbaik? Mana
yang paling baik?.

Dalam penulisan ini akan dibahas ten-
tang masalah enumerasi yang berhubungan
dengan penghitungan banyaknya graf se-
derhana yang tidak isomorfik satu dengan
yang lainnya. Pada dasarnya tulisan ini
merupakan penggabungan dua ilmu, yaitu
antara bidang Aljabar (abstrak) dan bidang
teori graf, artinya Aljabar (abstrak) melalui
Teorema Polya akan digunakan untuk me-
nyelesaikan masalah enumerasi graf seder-
hana.

Graf

Secara matematis, graf G didefini-sikan
sebagai pasangan himpunan (V.E) ditulis
dengan notasi G = (V,E), yang dalam hal ini
V adalah himpunan tidak kosong dari titik-
titik (vertices atau nodes) dan E himpunan
sisi (edges atau arcs) yang dihubungkan
sepasang titik (Munir, 2005: 356).

Dari definisi diatas dijelaskan bahwa V
tidak boleh kosong, sedangkan E boleh ko-
song. Jadi, sebuah graf dimungkinkan tidak
mempunyai sisi satu pun, tetapi titiknya harus
ada minimal satu. Graf yang hanya mem-
punyai satu titik dan tanpa sisi dinamakan
graf trivial.

Setiap sisi berhubungan dengan satu atau
dua titik. Titik-titik tersebut dinamakan titik
ujung. Sisi yang hanya berhubungan dengan
satu titik ujung disebut loop. Dua sisi berbeda
yang menghubungkan titik yang sama disebut
garis pararel. Dua titik dikatakan berhu-
bungan (adjacent) jika ada sisi yang meng-
hubungkan keduanya. Titik yang tidak mem-
punyai sisi yang berhubungan dengannya
disebut titik terasing (isolating point). Graf
yang tidak mempunyai titik disebut graf
kosong (Siang, 2004:187).

Secara geometris graf digambarkan seba-
gai sekumpulan titik di dalam bidang dwima-
tra yang dihubungkan dengan sekumpulan
sisi.

a a a
d b d d
c c c
G G G-
Gambar 2.1
Graf Sederhana (simple graph)

Menurut Siang (2004:226), graf seder-
hana adalah graf yang tidak mempunyai loop
ataupun garis pararel. G; pada gambar 2.1
adalah contoh graf sederhana. Pada graf
sederhana, sisi adalah pasangan tak terurut
(unorder pairs). Jadi menuliskan sisi (u,v)
sama saja dengan (v,u). Kita dapat juga
mendefinisikan graf sederhana G = (V,E)
terdiri dari himpunan tak kosong titik-titik
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dan E adalah himpunan pasangan tak
terurut yang berbeda yang disebut sisi.

Graf Lengkap

Graf lengkap (complete graph)
dengan n titik (simbul k) adalah graf se-
derhana dengan n titik, dimana setiap 2
titik berbeda dihubungkan dengan suatu
sisi (Siang, 2004:196).

Graf |somorfisma

Dalam geometri, dua gambar disebut
kongruen jika keduanya mempunyai sifat-
sifat geometri yang sama. Dengan cara
yang sama, dua graf dikatakan isomorfik
jika keduanya menunjukkan “bentuk” yang
sama. Kedua graf hanya berbeda dalam hal
pemberian label titik dan sisinya saja.

Dua buah graf G(E,V) dan G’(E’,V’),
jika suatu fungsi f: V — V’ merupakan
fungsi satu-satu atau one-one onto, sede-
mikian sehingga (u,v) adalah sisi dari G
jika dan hanya jika (f(u),f(v)) adalah sisi
dari G’, maka f disebut suatu isomorfisma
dari G ke G’. Apabila terdapat suatu iso-
morfisma antara G dan G’, maka G dan G’
disebut dua graf isomorfik (Suryadi, 1996:
21).

Hingga saat ini belum ada teori yang
dapat dipakai untuk menentukan apakah
dua graf G dan G’ asomorfik. Akan tetapi,
jika G dan G’ isomorfik, maka terdapat
beberapa hal yang pasti dipenuhi (Siang,
2004:225):

1. jumlah titik pada graf G sama dengan
jumlah titik pada graf G’

2. jumlah sisi pada graf G sama dengan
jumlah sisi pada graf G’

3. jumlah sisi dengan derajat tertentu
dalam graf G dan G’ sama.

Implikasi tersebut tidak berlaku 2
arah. Ada 2 graf yang memenuhi ketiga
syarat tersebut, tetapi keduanya tidak
isomorfik. Sebagai contoh adalah graf G
dan G’ pada gambar 2.2 W

Z
Gambar 2.2

Dalam G, satu-satunya titik yang ber-
derajat 3 adalah titik x. titik x dihubungkan
dengan 2 titik lain yang berderajat 1 (titik y
dan z). sebaliknya, dalam graf G’, satu-
satunya titik yang berderajat 3 adalah v. satu-
satunya titik berderajat 1 yang dihubungkan
dengan v hanyalah titik w, sehingga G tidak
mungkin isomorfik dengan G’.

Meskipun implikasi syarat isomorfik ha-
nya berlaku satu arah, paling tidak kontra-
posisi dari implikasi tersebut bisa dipakai
untuk menentukan bahwa 2 buah graf tidak
isomorfik. Jika salah satu dari ketiga syarat
tidak terpenuhi, maka graf G dan G’ tidak
isomorfik.

Definisi Grup
G suatu himpunan yang tidak kosong
dengan operasi o pada G. Struktur aljabar
(G,0) disebut dengan grup jika dan hanya jika
berlaku postulat-postulat berikut:
(1) Va,be G, berlaku aobe G (Sifat
ketertutupan)
(2) V a,b,c € G, berlaku
(aob)oc=ao(boc) (Sifat asosiatif)
(3) VaeG,deeG >ace=coa=a
(Eksistensi identitas)
(4) VaeG,Ja'eG saca'=a'oca=e
(Eksistensi invers)
Himpunan H (himpunan bagian dari G),
H bukan himpunan kosong dan (G,0) suatu
grup. H disebut subgrup (grup bagian) dari
(G,0) jika dan hanya jika (H,0) merupakan
suatu grup.

Definisi K oset
Misalkan H suatu subgrup dari grup G
dan a suatu elemen dari G, maka:

(i)Ha = {ha|h € H} disebut koset kanan dari
H dalam G

(i) aH = {ah|h € H} disebut koset kiri dari H
dalam G

Definisi Order
Grup G disebut grup berhingga jika
memiliki sejumlah berhingga anggota. Ba-
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nyaknya anggota dalam grup G disebut
order dari G dan disimbolkan | G| .

Definisi Grup Simetri

Grup Simetri dari himpunan X =
{1,2,3,...,n} adalah grup yang elemen-
elemennya adalah semua permutasi dari
himpunan X. Notasi grup simetri adalah
Sn. Banyaknya anggota pada grup simetri
Sn adalah sebanyak n!

Definisi Grup Siklik
Misalkan (G,o) adalah suatu grup,
(G,o) disebut grup siklik bila ada suatu

elemen a € G sedemikian sehingga setiap
elemen G dapat dinyatakan sebagai hasil
operasi g dengan dirinya sendiri sebanyak
n kali (n berhingga). Elemen g yang di-
hasilkan itu disebut Generator (pembang-
kit).

Definisi Orbit

Diberikan relasi ~ a,be X . a ~ b jika
dan hanya jika b=f"(a)untuk suatu
n e Z. Jika f adalah permutasi pada him-

punan X. Kelas ekuivalensi pada X ter-
hadap relasi ~ disebut orbit dari f .

Definisi Cycle (penyaji untai)
Permutasi f €S, disebut cycle jika f
memiliki sebanyak-banyaknya
satu orbit yang berisikan lebih dari satu
elemen. Panjang cycle adalah jumlah ele-
men pada orbit terbesar. Cycle dengan
panjang satu, disebut fixed point.
Menggunakan notasi cycle untuk
menunjukkan bahwa f adalah cycle
(1 2 4 6). Perhatikan bahwa permutasi f

dapat dibangun oleh orbit-orbitnya dimana
orbit-orbit itu berwujud cycle.

Definisi Cycle Type (tipe untai)
Diberikan penyaji untai dari f (per-
mutasi suatu himpunan dengan banyak
anggotanya n) yang memuat sebanyak a;
untai dengan panjang 1, sebanyak a, untai
dengan panjang 2, sebanyak a; untai

dengan panjang 3, ..., sebanyak a; untai
dengan panjang i dani=1, 2, 3, ..., n, maka
tipe untai f disimbulkan dengan vektor [a;, a,
as, ...,a,] dan bobot f adalah bilang positif

W =1%2%3% _.n™.

Definisi Cycle Index (indeks siklik)
Diberikan G adalah grup permutasi

dengan order m dari suatu himpunan yang

banyak anggotanya n dan g € G bertipe untai

[a1, a2, a3, ...,a,]. Indeks siklik g didefinisikan

sebagai:

Z(g:X,,X,,X5,...,X, ) =X|'X5’X5* ...X," dan

n

indeks  siklik grup G  didefinisikan
sebagai:
1
Z(g:xl,xz,x3,...,xn)E—ZZ)(g;xl,xz,x3,...,xn)
mgeG

Definisi Pewar naan

Fungsi f dari himpunan berhingga X ke
himpunan berhingga Y disebut pewarnaan X.
Himpunan berhingga Y disebut warna, se-
dangkan himpunan semua pewarnaan X ter-
hadap warna Y disebut himpunan C. Dua
pewarnaan f, g e Cdisebut tak dapat dibe-
dakan terhadap grup G yang beraksi pada X
jika 3w e G sehingga f(x) = g(m(x)) untuk
V x € X. Jelas bahwa relasi tak dapat dibe-
dakan merupakan relas ekuivalens pada
himpunan.

Definis Pola

Kelas-kelas kongruensi dalam himpunan
C dengan relasi tak dapat dibedakan disebut
pola-pola di C terhadap grup G.

Definisi Persediaan Pola
Fungsi bobot w memetakan Y ke

himpunan r(w(y, ) w(y, ) w(y; ..., w(y, ).
Persediaan pola C terhadap grup G adalah :
P](’Gy‘(%)s“{}’z)s“{}’s)v . ’“{yr)): ZK(nl’nzs' . »nr)[“{}ﬁ )]“' [V‘{}’z)]n2 - [“(yr)]n,

N+ A=
K(n,,n,,n;...n,) adalah koefisien yang me-
nyatakan banyaknya pewarnaan (banyak
pola) yang dapat dibedakan sehingga warna
w(yl)bersesuaian dengan n; anggota, w(yz)
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bersesuaian dengan n, anggota, ... dan
W(yr) bersesuaian dengan n, anggota.

Teorema Lagrange
Jika (G.o) suatu grup finit dan H sub
grup dari G maka order dari H habis mem-

bagi order dari G <‘H‘ ‘ ‘GD

Teorema Burnside-Frobenius

Banyaknya kelas kesetaraan akibat
penyekatan S oleh relasi kesetaraan yang
ditimbulkan oleh suatu grup permutasi
(G,o) pada sadalah (Liu, 1995:367-369):

éle(nl

neG

Teorema Permutasi

Diberikan C={ f|f: X —> Y } dan X,
Y adalah himpunan berhingga; juga
diketahui bahwa G adalah grup permutasi
yang beraksi pada X. Untuk tiap meG
didefinisikan pemetaan n' dari C ke C
dengan sifat : 7n'(f(x)) = f(n(x)) untuk
VxeXdanVfeC , maka berlakulah
bahwa :
(a) m ' adalah permutasi di C.
(b) G'= {n': TE G} adalah grup.

Teorema Pola

Misalkan G adalah grup permutasi
yang beraksi pada himpunan
XZ{XI,XQ,XS,..,XH} dan C adalah himpunan

semua fungsi dari X ke Yz{yl,yz,y3,..,yn}.
Jika w(y) adalah fungsi bobot pada Y, dan
didefinisikan o(f)e C dengan bentuk :
off) = [w(f(x, DIw(E(x,))]-.[w(f(x, )]
maka :
(1) Jika f,¢ € C mempunyai sifat tak dapat
dibedakan terhadap G, maka
off)= o)
(2) Jika pola-pola yang berbeda di C
dinyatakan dengan
C,.C,,Cs,....C;0(C, )i=1,23,....k)

adalah nilai konstan atas Ci , maka pola
persediaan C dapat dinyatakan sebagai:

PP (G w(y, ) wlys b w(ys )., w(y,»:iz:a(ci)

Teorema Burnside-Frobenius Dengan
Bobot

Jika X1, X2, X3,..., Xk adalah orbit yang
berbeda dalam himpunan X = {xi, X2, ..., Xn}
terhadap permutasi G = {gl,gz,g3,...,gm},

kemudian pada X didefinisikan fungsi bobot
o (x) yang merupakan simbol abstrak dengan
sifat bila x, dan x berada pada orbit yang

sama, maka o(x,)=o(x )dan terdapatlah

fungsi bobot pada G, yaitu: W(g, )= Zu(x)

XEF(gI)

Teorema Polya l:
Diberikan  C = {f]f : x — y}

|x| =n2>2dan |y| =r. Jika G merupakan grup

dengan

permutasi yang beraksi pada X dengan indeks
siklik Z(G:x,,X,,X;,...,X,) maka banyak-
nya pola di C terhadap G adalah Z(G; r, 1,
1,..., r) (Santosa, 2002:5-6)

Teorema Polyall
Persediaan pola warna,

PP(Gsw(y, ) w(y, b w(y;).....w(y, )) adalah

merupakan indeks siklik dari
Z(G;XI,XZ,X3,...,XH) pada

X = [W(Y1 )] i+ [W(Y2 )] i+ [W(Y3 )] i+ et [W(yr )] i
dengani=1, 2, 3,, n (Santosa, 2002:6-7).

Aplikas Teorema Polya Pada Gr af
Sederhana

Dalam bagian ini penulis akan memba-
has wuraian secara rinci tentang langkah-
langkah penyelesaian penghitungan banyak-
nya graf sederhana yang tidak isomorfik
dengan menggunakan teorema Polya.

Proses penghitungan banyaknya graf se-
derhana yang tidak isomorfik dengan meng-
gunakan teorema Polya, yaitu:

1) mengidentifikasi banyaknya titik yang
akan dihitung;



Ni’'mah, Aplikasi Teorema Polya untuk Menghitung Banyaknya Graf 189

2) menentukan banyaknya kemungkinan
sisi tak berarah yang ada pada titik
yang akan dihitung;

3) menentukan banyaknya anggota grup
simetri pada titik yang akan dihitung;

4) menentukan semua kemungkinan ben-
tuk tipe untai dan banyak anggotanya
dari titik tersebut;

5) menentukan bentuk indeks sikliknya;

6) mencari keseluruhan perubahan indeks
sikliknya (pembangkit) dari grup S,
(permutasi titik pada graf) pada grup
R, (permutasi sisi pada graf).

7) Akan didapatkan indeks siklik grup-
nya, yaitu:

1
Z(GXy Xy, Xy X,) =— D AKX Xy,
MG

8) Setelah didapatkan indeks siklik grup-
nya baru diaplikasikan ke dalam
teorema Polya I dan teorema Polya II.

MODEL PENGEMBANGAN

Metode untuk menghitung kelas-kelas
kongruensi dikenal dengan teori enumerasi

Burnside-Polya. Metode ini merupakan tek-
nik yang penting, karena dapat digunakan
untuk menghitung kelas-kelas isomorfisma
graf. Teorema Polya ada dua yaitu Teorema
Polya I dan Teorema Polya II.

HASIL PENELITIAN

Apabila n titik pada graf G dikenai pe-
rmutasi, maka n(n-1)/2 pasangan titik tak terurut
(artinya 1j = ji) dari himpunan titik tersebut juga
mengalami permutasi. Dalam hal ini pasangan
titik tak terurut pada suatu himpunan dapat
dipandang sebagai sisi, yang ujung-ujungnya
adalah pasangan titik tersebut.

Sebagai contoh kongkritnya diberikan him-
punan titik X = {1, 2, 3, 4, 5} yang merupakan
himpunan titik suatu graf dengan n = 5. Seluruh
kemungkinan sisi tak berarah yang ada pada 5
titik tersebut adalah (5)(5-1)/2 = 10 sisi.

Jika himpunan permutasi pada titik suatu
graf membentuk grup simetri penuh (sebut saja
S), maka permutasi dari pasangan titik itu (sisi)
itu juga membentuk grup simetri (sebut R,). jadi
grup S, (permutasi titik pada graf) akan
membangkitkan grup R, (permutasi sisi pada
graf). Seluruh bentuk grup Ss ada 5! = 120, yaitu:

g1= (D)) | 1= (1432)(5)

g1 = (12)3)(H(5)

g2=(1)(2345)
gs=(1)(2354)
ga=(1)(2435)
gs=(1)(2453)
go=(1)(2534)
g7=(1)(2543)
gs=(1345)(2)
go=(1354)(2)
gio= (1435)(2)
gn=(1453)(2)
gi2=(1534)(2)
gi3= (1543)(2)
gia= (1245)(3)
gis= (1254)(3)
gie= (1425)(3)

gn=(1)(2)(345)
g1 = (1)(2)(354)
gsa= (1)(245)(3)
g3 = (1)(254)(3)
g36= (1)(235)(4)
gs7= (1)(253)(4)
gz = (1)(234)(5)
gs9= (1)(243)(5)
gs0= (145)(2)(3)
ga = (154)(2)(3)
ga=(135)(2)(4)
g43= (153)(2)(4)
g = (134)(2)(5)
gss= (143)(2)(5)
gs6= (125)(3)(4)

g = (12)(345)
g63 = (12)(354)
gea= (13)(245)
g6s = (13)(254)
o6 = (14)(235)
ge7= (14)(253)
ges = (15)(234)
oo = (15)(243)
gro= (145)(23)
gn = (154)(23)
gn=(135)(24)
g3 = (153)(24)
gn=(134)(25)
g7s= (143)(25)
g76= (125)(34)

go1 =(12)(35)(4)
202 = (13)(25)(4)
803 = (15)(23)(4)
o4 = (12)(34)(5)
gos = (13)(24)(5)
o6 = (14)(23)(5)
g97=(12345)
gos = (12354)
890 = (12435)
g100= (12453)
gi01 = (12534)
2102 = (12543)
g103 = (13245)
gi04=(13254)
gi0s= (13425)
g106= (13452)
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gi7=(1452)(3)
gis= (1524)(3)
go=(1542)(3)
g20= (1235)(4)
g1 = (1253)(4)
gn=(1325)(4)
g23=(1352)(4)
824= (1523)(4)
g25= (1532)(4)
g26= (1234)(5)
g27= (1243)(5)
g25= (1324)(5)
g20=(1342)(5)
g30= (1423)(5)

gar= (152)(3)(4)
gas= (124)(3)(5)
gs9= (142)(3)(5)
gs0=(123)(4)(5)
gs1= (132)(4)(5)
gs2= (1)(2)(3)(45)
gs3= (D(2)(35)(4)
gs4= (1)(2)(34)(5)
gss= (1)(25)(3)(4)
gse= (D2ZH3)(5)
gs7= (1)(23)(4)(5)
gss = (15)(2)(3)(4)
gso=(14)(2)(3)(5)
g0 =(13)(2)(4)(5)

g7=(152)(34)
g = (124)(35)
gro= (142)(35)
gso= (123)(45)
ga1 = (132)(45)
gn= (1)(23)(43)
g3 = (D2H(35)
gsa= (1)(25)(34)
gss= (13)(2)(45)
gs6= (14)(2)(35)
gs7= (15)(2)(34)
gss= (12)(3)(45)
gso= (14)(25)(3)
oo = (15)(24)(3)

gi07=(13524)
g3 = (13542)
109 = (14235)
gi10=(14253)
g1 = (14325)
gi2=(14352)
g113=(14523)
gi1a=(14532)
g11s=(15234)
g116= (15243)
g117=(15324)
gis=(15342)
g119=(15423)
g120=(15432)

Tipe untai dari Ssada 7, yaitu:

e Bentuk [5, 0, 0, 0, 0] ada 1 buah dan indeks sikliknya: X15

e Bentuk[1,0, 0, 1, 0] ada 30 buah dan indeks sikliknya: XX,
e Bentuk [2, 0, 1, 0, 0] ada 20 buah dan indeks sikliknya: X12 X,
e Bentuk [3, 1,0, 0, 0] ada 10 buah dan indeks sikliknya: X13 X,
e Bentuk [0, 1, 1, 0, 0] ada 20 buah dan indeks sikliknya: X, X,
e Bentuk[1, 2, 0,0, 0] ada 15 buah dan indeks sikliknya: X, X§
e Bentuk [0, 0, 0, 0, 1] ada 24 buah dan indeks sikliknya: X;

Pembangkit dari setiap indeks sikliknya, yaitu:

12345 12 13 14 15 23 24 25 34 35 4
= akan membangkitkan & =
12345 12 13 14 15 23 24 25 34 35

yang bertipe X11 0

atau o' = (12)

N
Y

atau

12345 12 13 14 15 23 24 25 34 35
a= akan membangkitkan & =
41235 41 42 43 4512 13 15 23 25

a' = (13 42)(2413)12 14 34 23)(15 45 35 25) yang bertipe X,X,
12345 . (12 13 14 15 23 24 25 34 35
= akan membangkitkan a =

31245 31 32 34 3512 14 15 24 25

=(45)(1213 23)(14 34 24)(15 35 25) yang bertipe XX

12345 , (12 13 14 15 23 24 25 34 35
akan membangkitkan a =

[SSIE N
N Y,

Q

atau

B~ B
W Oy

atau

134 21 23 24 2513 14 15 34 35 4

N
D W

o' = (12)(13 23)(14 24)1525)34)(35)(45) yang bertipe X;'x;
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12345 12 13 14 15 23 24 25 34 35 45
a= akan membangkitkan & = a
31254 31 32 35 34 12 15 14 25 24 54

tau

a' = (1213 23)14 35 24 15 34 25)45) yang bertipe X, X, X,

12345 . (12 13 14 15 23 24 25 34 35 45
= akan membangkitkan a = atau
43215 43 42 41 45 32 31 35 21 25 15

a' = (12 34)13 24)14)(15 45)(23)(25 35) yang bertipe XX,

12345 . (12 13 14 15 23 24 25 34 35 45
= akan membangkitkan a = atau
51234 51 52 53 54 12 13 14 23 24 34

a' = (12154534 23)(13 25 14 35 24) yang bertipe X.

keseluruhan perubahan indeks siklik dari grup S menjadi Rs, adalah sebagai berikut:

X > X%, XXX, XK, > XK > XXX, %E > KK >, sedangkan
banyaknya tiap jenis tidak mengalami perubahan. Dari definisi indeks siklik grup maka didapatkan:

Z(R,; X5 Xy, X5, Xy, X5 ) =$[xl‘° +30X,%; +20%%; +10X'X +20X X, X, +15% X + 24X ]

Aplikasi Teorema Polyal:

Ada 2 keadaan untuk himpunan Y, yaitu adanya sisi pada pasangan titik dan tidak adanya sisi
pada pasangan titik, sehingga r = 2. dari persamaam diatas ambilah x; = x, = X3 = X4 = x5 = 2, maka
didapatkan:

Z(R;2,2,2,2,2) = é)[zm +30.2.2> +20.2.2° +10.2%2° +20.2.2.2 +15.22.2* +24.27]
=34

Jadi graf yang memuat 5 titik, maka akan terdapat 34 graf yang tidak isomorfik.

Aplikasi teorema polyall:

Ambil dua bobot pada himpunan Y, yaitu W(y1 ) = tidak ada sisi= T dan W(y2 ) = ada sisi = A.
kemudian subsitusikan X, =T+ A X, =T> + A’ X, =T + A’, x, =T* + Aldanx, =T° + A’
pada persamaan diatas, sehingga didapat:

(T+ A +30T + AT+ Af 20T+ AT+ A) +
1
2R %%, %0: X, X)) = 10T + AT+ A ) 20T + AT + AT+ A )+
15T+ AT+ A) +24T° + A)
=TT A+2T A +4T'A +6T° A" +6T° A +6T A" +4T° A" +
A +TA +A°

Dengan kata lain untuk graf yang terdiri dari 5 titik maka akan ada sebanyak: 1 graf tanpa garis, 1

graf dengan 1 garis, 2 graf dengan 2 garis, 4 graf dengan 3 garis, 6 graf dengan 4 garis, 6 graf dengan

5 garis, 6 graf dengan 6 garis, 4 graf dengan 7 garis, 2 graf dengan 8 garis, 1 graf dengan 9 garis dan 1
graf dengan 10 garis.
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Dari hasil perhitungan dengan menggu-
nakan teorema polya didapatkan:

1) Banyaknya graf yang tidak isomorfik yang
dapat dibentuk dari 2 titik ada 2 graf, dari 3
titik ada 4 graf, dari 4 titik ada 11graf, dari 5
titik ada 34 graf, dari 6 titik ada 156 graf,
dari 7 titik ada 1044 graf, dari 8 titik ada
12346 graf, dan dari 9 titik ada 272108.

2) Teorema Polya I digunakan untuk meng-
hitung jumlah graf sederhana yang me-
ngandung N buah titik dan tidak isomorfik
antara satu graf dengan graf lainnya.

3) Teorema Polya II digunakan untuk meng-
hitung jumlah graf sederhana yang me-
ngandung N buah titik dan k buah sisi serta
tidak isomorfik antara satu graf dengan graf
lainnya.
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