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KETAKSAMAN PADA RUANG QUASI BANACH 
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Abstrak: Ruang quasi Banach merupakan ruang yang terdefinisi pada quasi norm 

dan lengkap. Dalam tulisan ini  akan ditunjukkan ketaksamaan Young, ketak-

samaan Young modifikasi, ketaksamaan Holder, ketaksamaan Minko-wski serta 

ketaksamaan modifkasi segitiga dari ruang quasi Banach. 

Kata kunci : Ketaksamaan, ruang quasi Banach. 

 

 

 

 
PENDAHULUAN 

Banyak sekali topik yang dapat dipe-

lajari dalam analisis fungsional,  semuanya 

mengacu pada ruang yang digunakan misal-

nya: ruang norm, ruang Banach, ruang 

Hilbert, ruang quasi Banach dan lain-lain. 

Konsep ruang norm pertama kali dike-

mukakan  oleh S. Banach,  H. Hahn, dan N. 

Wiener pada tahun 1922. Teorinya kemu-

dian dikembangkan oleh S. Banach pada 

tahun 1932. Ruang norm adalah ruang yang 

dibangun dari ruang vektor dengan dide-

finisikan norm di dalamnya. Sedangkan 

ruang Banach adalah ruang norm yang 

lengkap. Ketaksamaan merupakan salah satu 

dasar untuk mempelajari suatu topik lebih 

lanjut seperti kekonvergenan, keterbatasan 

barisan ataupun operator dan fungsional. 

Salah satunya adalah pada tahun 1984 N.J 

Kalton mempelajari Plurisubharmonic Func-

tions on Quasi-Banach Spaces. Selanjutnya 

pada tahun 2007 Cong Wu and Yongjin Li 

menunjukkan ketaksamaan segitiga pada 

ruang quasi Banach.  

Dalam kajian ini akan ditunjukkan ke-

taksaman pada ruang quasi Banach. 

  
 

PEMBAHASAN 

Definisi 1 (Cong Wu, 2008) 

Misalkan X ruang vektor atas field F. 

Quasi Norm .  adalah suatu fungsi dari X 

yang dipetakan ke bilangan real positif          

( . : XR+), yang memenuhi sifat untuk 

setiap x, y  X dan   F berlaku : 

 

(QN1) x > 0 untuk x  0 

(QN2) xx   untuk   F,  x  X 

(QN3)  yxCyx  untuk x, y  X, 

dimana C konstanta yang tak tergantung 

pada x, y.  

 

Definisi 2 (Cong wu, 2008) 

Jika .  suatu quasi norm pada X 

terdefinisi pada metrik topologi lengkap, 

maka X di sebut Ruang Quasi Banach. 

 

Definisi 3 (Jain dan Gupta, 1986) 

Diberikan E = [a,b]. Jika f fungsi terukur di 

E, maka  
p

f juga terukur untuk setiap           

0 < p <  








 
E

pp ffEL :)(  (1) 
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Berikut diberikan Teorema tentang ke-

samaan yang berlaku di ruang quasi Banach 

khususnya pada L2(E). Dapat ditunjukkan 

bahwa L2(E) dengan  E = [a,b] merupakan 

ruang quasi norm dengan      

 
2

1

2
)(









 
E

dttxx    (2) 

L2(E)  juga merupakan ruang quasi Banach.  

 

Misalkan L2(E) ruang quasi Banach 

akan diselidiki beberapa sifat ketaksamaan 

yang berlaku di ruang quasi Banach.  

Pada ruang quasi Banach berlaku 

ketaksamaan Young dan ketaksamaan 

Young modifikasi sebagai berikut : 

 

Teorema 1 (Ketaksamaan Young) 

Jika a,b  R dengan a,b ≥ 0,  > 0 dan         

1 < p, q <  ∞ sehingga 1
11


qp
, 

maka ab ≤ 
q

b

p

a qp

   (3) 

Bukti : 

Untuk sembarang 0 ≤ b  R didefinisikan  f: 

[0,)  R dengan fungsi                           

f(x) =  xb
q

b

p

x qp

 , dan dapat ditunjukkan 

bahwa f’(x) = 0 jika dan hanya jika 

1

1

0

 pbx . Lebih lanjut dapat dperoleh juga 

f’(x) < 0 untuk x  (0, x0) dan     f’(x) > 0 

untuk x (x0,). 

f’(x0) = 0, untuk 1

1

0

 pbx , oleh karena itu 0 

≤ xb
q

b

p

x qp

 , untuk x ≥ 0 dan (3) 

dipenuhi untuk a ≥ 0   

 

Teorema 2 (Ketaksamaan Young 

Modifikasi)  

Jika a,b  R dengan a,b ≥ 0,  > 0 dan        1 

< p, q <  ∞ sehingga 1
11


qp
, 

maka ab ≤ 
q

b

p

a q
q

p
 1  (4) 

 

Teorema 3 (Holder Inequality)  

Diberikan E  R dan 1 ≤ p, q < ∞ sehingga 

1
11


qp
 

Jika x  Lp(E) dan y  Lq(E), maka  

qp

E

yxdttytx  )()(   (5) 

 Bukti : 

Jika p =1, q = 1 maka ketaksamaannya di 

penuhi. Dengan menggunakan ketaksamaan 

Young modifikasi diperoleh 




E

q

q

p

q

ty

p

tx
dttytx

)()(
)()( 1     

  
q

q

q
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q
x
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1

,  > 0.              

   

Fungsi  

f()
q

q

q
p

p
y

q
x
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1

minimum pada 
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q

q
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p

q
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qy
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Sehingga  diperoleh 
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dttytx )()(  

q

q
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qpqp
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qp
yx  

 

Teorema 4 (Minkowski Inequality) 

Jika E  R dan  p = 2, maka  

 22
yxCyx  ,x,y  L2(E)     (6) 

Bukti : 

 
E

dttytxyx
22

)()(  

 


E

dttxtytx )()()(
12

 



E

dttytytx )()()(
12
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 yxdttytx
E
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)()(  

 yxyx  12
 

   yxyxC 



12

12       

  2yxC   

 

Teorema 5  

Jika setiap elemen tak kosong x, y di ruang 

quasi Banach L2(E) dengan yx  , maka 

berlaku  

yxCy
y

y

x

x
Cyx 














 2   (7) 
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x

x
Cyx














 22  (8) 

 

Bukti : 

Misalkan yx  , akan ditunjukkan 

ketidaksamaan (7) 
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Misalkan yx  , akan ditunjukkan 

ketidaksamaan (8) 
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 22  

L(X,Y) merupakan himpunan 

operator linier terbatas dengan norm 
















X

Y

x x

Fx
F

0

sup . Akan ditunjukkan 

bahwa jika X ruang quasi norm dan Y ruang 

quasi Banach maka L(X,Y) suatu ruang 

quasi Banach seperti yang tertuang pada 

Teorema berikut   

Teorema 6  

Misalkan X ruang norm dan Y ruang quasi 

Banach maka L(X,Y) ruang quasi Banach 

Bukti : 

Jelas bahwa L(X,Y) ruang linier 

Akan ditunjukkan bahwa L(X,Y) ruang 

quasi norm terhadap norm  

 
Y

x
X

Y

x

Fx
x

Fx
F

10

supsup















  

Untuk setiap F, G  L(X,Y) dan   F 

maka berlaku : 

 
Y

x
X

Y

x

Fx
x

Fx
F

10

supsup















  > 0, untuk x 
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FxF
x


1

sup


  

Fx
x


1

sup


  

Fx
x 1

sup
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xGFGF
x

)(sup
1
















GxFxC
xx 11

supsup  

 GFC  , F, G  L(X,Y)  

        dan C  F. 

Selanjutnya akan ditunjukan bahwa 

L(X,Y) lengkap  

Misalkan  
1nnF  barisan Cauchy di L(X,Y) 

dan x  0  X berarti,  > 0,  no  N 

sehingga 0,, nmn
x

FF

X

nm 


, 

sehingga diperoleh  

0,, nmnxFFxFxF
XnmYnm    

Karena  
1nnF  barisan Cauchy, Y ruang 

quasi Banach, maka barisan ini konvergen 

ke suatu elemen di Y, katakanlah ke F. Jadi 

XxxFLimFx n
n




, . F linier dan F .  

Kemudian akan ditunjukkan bahwa 

F  L(X,Y). Misalkan diberikan sebarang  

> 0,   ada n1  N sedemikian hingga 

1,,
2

nmnFF nm 


.Untuk x  X 

diperoleh 

1,,
2

nmn
x

xFFxFxF X

XnmYnm 


                             dan 

Ynm
mYn xFxFLimxFFx 


         

     1,
2

nn
x

xFxFLim X

Ynm
m





 

Sehingga  

YnnY
xFFxxFFx   

 YnYn xFFxxFC   

 
XnXn xFFxFC   
















2

X
Xn

x
xFC


 

















 Xn xFC

2


 

Karena 1,
2

nnFF n 


disimpulkan 

bahwa  Fn  F di L(X,Y) untuk n  . 

Dengan kata lain F operator linier terbatas 

atau F  L(X,Y). 
 

 

PENUTUP 

Berdasarkan pada hasil pembahasan, 

dapat disimpulkan bahwa: 

1. Ketaksamaan Young, ketaksamaan 

Young Modifikasi, dan ketaksamaan 

Holder pada ruang quasi Banach 

berbentuk seperti pada ruang Banach.  

2. Ketaksamaan Minkowski pada quasi 

Banach adalah  22
yxCyx  . 

3. Modifikasi ketaksamaan Segitiga  

pada ruang quasi Banach adalah sebagai 

berikut : 

yxCy
y

y

x

x
Cyx 














 2

x
y

y

x

x
Cyx

y
y

y

x

x
Cyx
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